nauczanie matematyki -

O kolejnosc
wykonywania
dziatan rownorzednych

Znane sg dobrze reguty kolejnosci
wykonywania dziatan
arytmetycznych w sytuacjach
takich jak mnozenie-dodawanie.
Ktopoty natomiast sprawiajg

dwie pary dziatan réwnorzednych:
dodawanie-odejmowanie

oraz mnozenie-dzielenie.

B ZBIGNIEW SEMADENI

elena Rucinska (,,Matematyka”

1/2007, s. 60) poruszyla istotna

kwestie: W jakiej kolejnosci nale-
zy wykonywad dzialania arytmetyczne w sy-
tuacjach typu a : b - c (gdzie a, b, c sq licz-
bami)? Napisata, ze regutaa:b-c = % c
Jest niezgodna z zasadami przyjc;tymz w al-
gebrze, poniewaz a:b-c = -%—.

Nie wiem, w jakim podr@cczniku alge-
bry Autorka znalazla zasady, na ktore si¢
powotuje. Gdy ok. 40 lat temu wielu na-
uczycieli pytato mnie o zasady dotyczace
kolejnosci dziatan arytmetycznych w sy-
tuacji, gdy jest tylko mnozenie i dziele-
nie liczb, a nie ma nawiasow, przekazy-
walem im moje Owczesne stanowisko:
skoro takie sytuacje zdarzajg si¢ rzadko,

6/2007

lepiej kazdorazowo wstawiaé nawiasy, niz
straci¢ sporo czasu w szkole na opano-
wanie przez uczniow jeszcze jednej, nie-
zbyt potrzebnej reguly. Powotywatem sie
tez na zalecenia PWN dla autoréw pod-
recznikow uniwersyteckich, aby unikali
dwuznacznego wyrazenia np. 1/x sinx,
wstawiajac nawiasy: badz (1/x)sinx, badz
1/(xsinx), tak aby czytelnik nie miat zad-
nych watpliwosci; / to znak kreski utam-
kowej, pisanej skos$nie dla zaoszcze-
dzenia miejsca, ale jest to zarazem aka-
demicki odpowiednik szkolnego znaku
dzielenia.

Aby moc nalezycie ocenic¢ tego rodza-
jureguly, nalezy wzig¢ pod uwage ich kon-
wencjonalny charakter. Uczniom nieraz
wydaje si¢, ze regula np. ,,najpierw mndz,
potem dodawaj” jest takim samym pra-
wem matematycznym co np. ,,wynik do-
dawania nie zalezy od kolejnosci sktadni-
koéw”. Otdz przemienno$¢ dodawania jest
prawem nauki (mozna by metaforycznie
rzec, ze prawo to zaakceptowat Pan Bog
przy stworzeniu §wiata), a wiec nic tu
zmieni¢ nie mozna. Natomiast umowy
dotyczgce kolejnosci dzialan sa dzietem
ludzkim (podobnie jak konwencja, ze zna-
kiem dodawania jest krzyzyk + i Ze wzory
matematyczne pisze si¢ od lewej do pra-
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wej, a nie np. z dotu do gbry), totez moz-
na rozpatrywac celowos¢ tych uméw i ewen-
tualnie postulowac jakie$ zmiany.

Okazuje si¢, ze w dostepnej literaturze
nie ma jednoznacznych, niekwestionowa-
nych regut, ktore by rozstrzygaly wszystkie
watpliwosci. Co wigcej, w trudniejszych
sytuacjach obserwuje si¢ tendencj¢ nie ,,od
reguly do praktyki”, lecz ,,od praktyki do
reguly”, tzn. analizuje si¢ sposdb zapisy-
wania wyrazenn w podrecznikach (akade-
mickich i szkolnych) oraz w publikacjach
naukowych i na tej podstawie probuje si¢
formutowac jakie§ reguly. W dalszym cia-
gu tego artykutu pokaze pare przyktadow,
ktore mnie zaskoczyty. Uzmystowily mi, ze
sprawa jest znacznie bardziej skompliko-
wana, niz si¢ wydawalo.

W terminologii uniwersyteckiej za-
miast okre§lenia ,,kolejno$¢ wykonywania
dziatan” nieraz mowi si¢ o regutach opusz-
czania nawiasow. Mozna og0lnie przyjac,
ze jezeli w wyrazeniu wystepuje wiecej niz
jedno dzialanie, to o jego interpretacji
rozstrzygajg nawiasy, jednakze ogranicze-
nie si¢ do takiej reguly nadmiernie skom-
plikowaloby zapisy. Mostowski ([4], s. 18)
ujal te kwestie nastepujaco (w kontekscie
rachunku zdan): zbytnie nagromadzenie
nawiasow utrudnia odczytywanie wzorow.
Przyjmujemy zatem nastepujgce reguty, kto-
re pozwolg znacznie zredukowac liczbe
nawiasow (...) Podobng regule przyjmuje-
my tez zazwyczaj w arytmetyce: piszemy np.
»a+b-c” zamiast ,a+(b-c)”; nawias jest
zbedny, gdyz znak mnozenia wigze mocniej
niz znak dodawania.

W szkole juz dwa nawiasy (jeden we-
wnatrz drugiego) sprawiaja uczniom po-
wazne trudnoSci, totez autorzy unikaja
takich nawiasow; starajg si¢ przy tym tak
zapisywac wyrazenia i dzialania, aby sens
zapisu byl mozliwie jasny. W przypadku
dzielenia najprostszym wyjSciem jest

notacja utamkowa. Diugos¢ kreski utam-
kowej automatycznie wyznacza zakres od-
powiednich dziatan.

W polskich podrecznikach na og6t
mozna znalez¢ jaki§ wariant ponizszego
sformufowania, ktére bedziemy uzupel-
nia¢ i komentowac:

(*) Gdy obliczamy wartos¢ wyrazenia
arytmetycznego, w ktorym wystepujg na-
wiasy, to najpierw wykonujemy dziala-
nia w nawiasach (zaczynajgc od najbar-
dziej wewnetrznych). Gdy nie ma nawia-
SOW, to najpierw wykonujemy potegowa-
nie i pierwiastkowanie, potem mnoze-
nie z dzieleniem, a na koniec dodawa-
nie z odejmowaniem. Gdy wystepuje
tylko dodawanie i odejmowanie, to po-
prawny wynik dostaniemy, wykonujgc
dziatania od lewej do prawej.

Od okoto 30 lat prowadz¢ wyktady
z matematyki na kierunku Edukacja po-
czgtkowa (studia magisterskie na Wydzia-
le Pedagogicznym Uniwersytetu Warszaw-
skiego). Studentki — to przyszie nauczy-
cielki klas I-III. Beda uczy¢ czytania, pi-
sania, arytmetyki, Spiewu itd. Otoz kilka
lat temu zaobserwowatem bardzo niepo-
kojace zjawisko: sporo studentek tego kie-
runku btednie formutowato na egzaminie
regule kolejnosci dziatan, twierdzac, ze

(V) Najpierw wykonuje si¢ dodawanie,
a potem odejmowanie.

Zapewnialy przy tym, ze tak je uczono
w szkole. Slyszac taka regule, zazwyczaj
podaje zdajacej osobie jakis§ przyktad
i prosze o wykonanie obliczenia. Okazuje
sie czesto, ze taka osoba wykonuje rachu-
nek poprawnie (a wigc jej btad dotyczy je-
dynie werbalnego sformutowania ogolne;j
reguly). Parokrotnie zdarzyto si¢ jednak
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(itow roznych latach), ze zdajaca student-
ka btednie wykonata obliczenie wymaga-
ne juz od ucznidw II klasy, piszac:
20-8+2 =10
i twierdzac, ze jako pierwsze nalezy wy-
kona¢ tu dodawanie 8 + 2. Odpowiada
to biednej interpretacji 20 — 8 + 2 jako
20-(8+2), poprawny zas$ rachunek odpo-
wiada wyrazeniu (20 —-8) + 2.

Szczegodlnie niepokojace jest to, ze tego
typu bledy okazaly si¢ bardzo uporczywe.
Byly popetniane przez kilka lat z rzedu po-
mimo, ze na wyktadach coraz dobitniej pod-
kreSlatem falszywos¢ sformutowania (!!).
Niektore z tych studentek dostalyby oce-
n¢ dobra lub bardzo dobra, gdyby nie 6w
niefortunny blad. Sytuacja powtarzala si¢
co roku przez kilka lat; powtorzyta sie tak-
ze w przypadku studentek Akademii Pe-
dagogiki Specjalnej, z ktorymi réwniez
mialem zajecia. Czy nauczywszy si¢ wla-
Sciwych regul na egzamin poprawkowy i
skoficzywszy potem studia, osoby te nie
zapomna ich potem i czy wezesniejsze prze-
konania nie okazg si¢ silniejsze? Czy nie
bedg przekazywac ich nastepnym uczniom?

Nie potrafie rozstrzygnaé, czy tak je
rzeczywiscie uczono, czy im si¢ tak tylko
zdawalo. Jedna ze studentek powiedziata
mi na egzaminie, ze j3 w szkole uczono
reguly (!!), ale na moich wyktadach do-
wiedziala sie, ze od tego czasu matematy-
cy zmienili regule i teraz obowigzuje inna.

Pogladowo rownosé typu 20— (8 +2) =
= 20 -8 -2 mozna objasnia¢, méwiac, ze
»zabranie 8 i 2 jest rownowazne zabraniu
najpierw 8 i nastepnie zabraniu 2”.

Czes¢ studentek formutowata nastepu-
jaca, tez btedna regute:

(??) Jesli nie ma nawiasow, to dziatania
wykonuje si¢ w nastepujgcej kolejnosci:
mnozenie, dzielenie, dodawanie, odej-
mowanie.
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Uslyszawszy co$ takiego, zawsze sta-
ram si¢ wyjasni¢, czy to jest jedynie nie-
fortunny skrot myslowy, czy tez student-
ka rzeczywiScie sadzi, ze nalezy wykony-
wac: najpierw mnozenie, nastepnie dzie-
lenie, potem dodawanie i na koniec
odejmowanie. Innymi stowy, chodzi o to,
czy moze (??) jest wynikiem niestaranne-
go formutowania reguly (*). Jesli do (??)
dopisze si¢ jedno ,,potem”, otrzymuje si¢
regute bliska poprawnej; jesli dopisze sie
»potem” trzykrotnie, regula staje si¢ de-
finitywnie btedna.

Przed reformami programow z lat
osiemdziesiatych nauczyciele uczyli kolej-
noSci wykonywania dzialan na przykta-
dach, formutujac wiele szczegoétowych
regut, dostosowanych do poszczegdlnych
przypadkéw. By¢ moze przyczyng obser-
wowanych btedoéw bylo podawanie w pod-
recznikach zwieztej pojedynczej reguly
typu (*), zbyt zawilej, obejmujacej od razu
wszystkie przypadki, co zdegenerowato si¢
pOzniej do blednej reguly (?7?).

Warto tu zasygnalizowaé innego typu
trudnos¢, zwtaszcza w nauczaniu poczat-
kowym, ktora wynika z interpretowania
kolejnoSci dziatah wytacznie w katego-
riach: ,,musisz” i ,,nie wolno”. Niektore
studentki mowily: skoro reguta podaje,
ze dodawanie i odejmowanie zawsze wy-
konuje si¢ od lewej do prawej, to rachu-
nek np.

38+9+26—-6 = 38+9+20;

jest niepoprawny. Przeciez zgodnie z
reguta powinno zacza¢ si¢ od strony
lewej, tj. od 38 +9, a nie od 26 — 6. Mylacy
fragment ogolnej reguly: ,,zawsze zaczy-
najac od lewej strony wyrazenia”, z zaak-
centowanym sfowem ,,zawsze”, mozna
znalez¢ w [5], s. 30, ale i bez tego stowa
zwrot typu: ,,wykonujemy” czesto bywa
interpretowany mocniej, jako nalezy wy-
konac.
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Zastanawialem sig, jak mozna wyjasni¢
subtelnosci reguly (*). Czy argumentowac,
ze reguta kolejnosci wykonywania dziatan
podaje jedynie definicje wartosci wyraze-
nia arytmetycznego i nie znaczy to bynaj-
mniej, ze wszelka inna kolejno$¢ jest nie-
poprawna, bowiem z jednej strony obli-
czenie oparte na (*) musi da¢ poprawny
wynik, ale ten sam wynik mozna nieraz
uzyskac, stosujac inng kolejnos$¢, ktorej
poprawno$¢ wynika z odpowiednich wta-
snoSci dziatan? Tego typu wyjasSnienia by-
waja nieskuteczne, gdyz odwotuja sie¢ do
dos¢ wyrafinowanego rozumienia ogdlne-
£0 sensu wyrazenia arytmetycznego i jego
wartoSci. Nie jest tatwo wyjasni¢ to oso-
bie ujmujacej matematyke jako system
nakazow i zakazow. Uczefi na ogdt poj-
muje takie reguly w kategoriach czynno-
Sci, np. najpierw mndz, potem dodawa;.
Jest tu jednoznaczne polecenie: ,,po-
mndz”, totez uczeh mnozy, rowniez wow-
czas, gdy jest to niepotrzebne, a nieraz
prowadzi to w niewtasciwym kierunku.
Nie jest jednak jasne, jak mozna by w pod-
reczniku dla klasy IT unikng¢ takiego czyn-
noSciowego sformutowania reguf kolejno-
Sci dziatan.

Sztywno$¢ rozumienia regut kolejno-
Sci ujawnila si¢ kiedy$ szczegodlnie, gdy
zdajacy dostat nastepujace pytanie. Uczeri
napisal w zeszycie: 8- (4+3)=8-4+8-3.
Czy to jest poprawne’?

Dostalem odpowiedz, ze tu jest btad,
bo zgodnie z regula najpierw nalezy wy-
kona¢ dzialanie w nawiasie, tzn. uczen
powinien byl napisa¢ 8- (4+3)=8-7.

Jakkolwiek kolejnos¢ ,,najpierw doda-
wanie, potem odejmowanie” jest jawnie
falszywa, nie jest fatwo podaé przyktady
uzmystawiajace, ze ewentualna modyfika-
cja w postaci odwrotnej kolejnosci: ,,naj-
pierw odejmowanie, potem dodawanie”
tez nie bytaby poprawna. Z pewnoScig nie

moglaby by¢ podana w klasach I-111, bo-

wiem cho¢ wynik obliczenia
10+5-7=10+(5-7) = 8

jest poprawny, lecz po drodze pojawia si¢

tu liczba ujemna 2.

Osoba znajaca rachunek na liczbach
ujemnych moze widzie¢ tego typu zagad-
nienia szerzej i stosowaé reguly, ktorych
nie formuluje si¢ w nauczaniu poczatko-
wym, bowiem bytoby to zbyt zawite i nie-
potrzebne. Na przyklad, przemienno§¢
dodawania gwarantuje, ze

20-7-4 =20-4-7,
bowiem
20-7-4=20+(-7)+(-4) =
=20+ (-4)+(-7)=20-4-7.

W takiej sytuacji mozna zreszta odwoty-
wac si¢ do intuicji: mamy 20 (czegos);
wszystko jedno, czy najpierw zabierzemy
7, a potem 4, czy tez najpierw zabierzemy
4, a potem 7, Iacznie zabierzemy 11.

Po tych uwagach dotyczacych dziatan
dodawania i odejmowania, przejdzmy do
poruszonej na wstepie kwestii kolejnosci
dzialani w sytuaciji, gdy nie ma nawiasow i
sq jedynie dzialania mnozenia i dzielenia.
W praktyce takie sytuacje nie zdarzaja si¢
czesto, bowiem zazwyczaj na nieco bar-
dziej zaawansowanym poziomie nie uzy-
wa si¢ znaku dzielenia ,,:”, lecz stosuje si¢
zapis utamkowy o dobrze znanych i §ciSle
okreslonych regufach.

Dos$¢ naturalny jest postulat, ze jesli
chcemy zaproponowacd jaka$ regute, do-
tyczaca kolejnoSci dziatan w przypadku
pary mnozenie-dzielenie, to powinna by¢
ona analogiczna do reguly dotyczacej pary
dodawanie-odejmowanie, a wiec (jesli nie
ma nawiasow i innych dziafan) nalezalo-
by przyjaé, ze mnozenie i dzielenie wyko-
nuje sie w kolejnosci od lewej do prawej.
Tak wigc np. 24 :3 -4 = 32. Taka kolejnos¢
podaje m.in. reguta w [5].
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Jednakze wypowiedz Joanny Brody
(,Matematyka” 4/2007, s. 251) pokazuje,
ze sytuacja bynajmniej nie jest taka pro-
sta. Istotna okazuje si¢ tez wizualna bu-
dowa wyrazenia. Praktyka pokazuje, ze
inaczej sa traktowane sytuacje, gdzie mno-
zenie zapisane jest za pomoca kropki,
a inaczej gdy kropki nie ma.

Na przyktad w [3], s. 26, podane jest
przeksztalcenie:

b% [2:b%/2 = e.
Dzielenie nie jest tu wykonywane od le-
wej do prawej, ale nikt nie ma watpliwo-
Sci, jak interpretowac to wyrazenie z uwa-
gi na uzycie dwoch réznych znakow
dzielenia: dwukropka : i skosnej kreski /.
Mozna to tez zapisa¢ w postaci

bl . ﬁ
2 72

W [1], s. 52, wsrod zadan danych
uczniom znajdujemy 8x2:2x, przy czym
zardwno dla badanych uczniéw jak i dla
specjalistow od nauczania algebry, ktorzy
czytali opis tych badan, nie ulegato wat-
pliwosci, ze chodzi o dzielenie 8x%: (2x).

Czytelnik moze sprobowac przemyslec¢
swoje odczucia, porOwnujac nastepujace
przyktady: 24x:yz oraz 24x:y-z.

Dodatkowa trudnoscia jednolitego
wystowienia jednej, w petni ogolnej re-
guly jest rowniez to, ze nie da si¢ wyko-
naé dziatania typu <3 lub ¥4 . W szcze-
goblnosci wige reguta (*) musi by¢ uzu-
pelniona wyjaSnieniem, ze chodzi o te
pierwiastki, w ktorych wynik jest liczba
catkowita.

Podsumowujac te wywody, sktaniam
sie¢ ku pogladowi, ze kwestii kolejnosci
dziatafi w sytuacji mnozenia i dzielenia
(bez nawiasdw) nie nalezy definitywnie
rozstrzyga¢ poprzez podanie jakiej$ jed-
nej ogolnej reguty, ktdra miataby obejmo-
wac wszelkie mozliwe przypadki i byta

= ¢&.
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zarazem zgodna z praktyka zapisu w pu-
blikacjach matematycznych.

Aby zilustrowac, jak mogtaby brzmie¢
taka regula, zacytuje ujecie zaczerpnicte
z[2] (s. 91):

Hierarchia dziatan
Poziom 1: dodawanie i odejmowanie,
Poziom 2: mnozenie i dzielenie,
Poziom 3: potegowanie i pierwiastkowa-
nie.

Umowy syntaktyczne!
(a) Operacje wyzszego rzedu majq
plerwszeristwo przed operacjami nizsze-
go rzedu,

(b) Jezeli w jakims wyrazeniu sgsiadu-
Jace dzialania nalezq do tego samego po-
ziomu hierarchii, to jako pierwsze wyko-
nuje sie dziatanie znajdujqgce sie po lewej.

OmawialiSmy regule (b) w przypadku
poziomow 1 i 2. Okazuje si¢, ze dzialania
nalezace do poziomu 3 sprawiaja specy-
ficzne trudnosci, gdyz ich ukfad graficzny
jest inny. W zapisie pierwiastkdw i poteg
moga tkwi¢ ukryte nawiasy. Mianowicie
a¥ toa™ oraz vw to /(w) dla dowol-
nego wyrazenia w. Zakres dziatania tych
niewidzialnych nawiaséw jest wyznaczo-
ny badzZ przez zakres matych cyferek

[ |
1 OkreSlenie ,,umowy syntaktyczne” w powyzszej
regule nawiazuje do syntaktyki, dziedziny teorii
systemow znakowych (semiotyki) badajacej for-
malne zalezno$ci migdzy znakami. Takimi sys-
temami znakowymi sa jezyki etniczne (np. je-
zyk polski, wtedy sfowa ,,syntaktyka” i ,sklad-
nia” s3 synonimami), jezyki programowania
komputeréw oraz jezyk tekstow matematycz-
nych, w szczegolnosci budowa wzor6w matema-
tycznych. Syntaktyka nie zajmuje si¢ natomiast
znaczeniem, sensem rozpatrywanych znakow
(co jest to przedmiotem semantyki). Terminy
»syntaktyczny” i ,,semantyczny” pojawiaja si¢
coraz czgciej w publikacjach naukowych z dy-

daktyki matematyki.
\ |
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w wyktadniku potegi (innymi sfowy: ,,naj-
pierw wykonaj dziatania w wyktadniku”),
badz przez dtugos¢ poziomej kreski w zna-
ku pierwiastka.

Wiadomo, ze potggowanie nie jest
dziataniem facznym, np.

3(33 =327, (33 )3 273 -39
Zgodnie z regula a" = a(w) zapis 337
terpretu]emy jako 337, Innymi slowy,
w 33 dziatania wykonu]e si¢ od prawej
do lewej! W przypadku poziomu 3 reguta
(b) jest wiec biedna (wbrew temu, co jest
podane w [2]). Podobnie mozna tez inter-
pretowaé nastgpujace rownosci:

V23 to \(27) oraz 25 10 2095,

Réwniez reguta (a) w przypadku dziafan
poziomu 3 wymaga odpowiedniej inter-
pretacji. Sformutowanie ,,gdy nie ma na-
wiasOw, to potggowanie wykonuje si¢
przed mnozeniem” dotyczy sytuacji typu
7-5% ale jest nicodpowiednie przy 7° 4,
bowiem
734 to 769,

332w

Z warunku sina =

SSYPY).& el

NS

.y

A czy mozliwe jest, by:

3) cosa=% i cos =2?
) c P c

mte

Przekorne tréjkaty

Ewentualna regufa ,,najpierw pierwiast-
kuj, potem mno6z” dotyczy sytuacji typu
V4 .3, ale nie odpowiada sytuacji v4-3 ,

bowiem
V4.3 to (4-3). ]

ZBIGNIEW SEMADENI

profesor Instytutu Matematyki Uniwersytetu

Warszawskiego, a takze autor podrecznikow
nauczania poczatkowego matematyki

[
IBTERATURA

[1] A. Demby, Typy procedur algebraicznych, stoso-
wanych przez uczniow w wieku 13-15 lat, ,,Dy-
daktyka Matematyki” 22 (2000), s. 45-74.

[2] D. Kirshner, The structural algebra option revisi-
ted, w: R. Sutherland et al. (red.), Perspectives
on School Algebra, Kluwer Acad. Publ., Do-
rdrecht 2001, s. 83-98.

[3] E Leja, Rachunek rozniczkowy i catkowy, PWN
Warszawa, 1947.

[4] A. Mostowski, Logika matematyczna, PWN,
Warszawa, 1948.

[5] W. Zawadowski, Matematyka 6, WSiP, 1986.

[

v 355

Ad 1) Nie, niejest to mozliwe. Istotnie, z tw. sinusow mamy sina = =%

2R

(gdzie R jest dlugoscia promienia okrggu opisanego na naszym trojkacie).
% wynika zatem, ze ¢ = 2R, to za$ oznacza, ze y = 90° co
przeczy zalozeniu, ze nasz trdjkat nie jest prostokatny.

Ad 2) Tak, istnieje taki trdjkat. By go znalez¢, skorzystamy z tw. cosi-
nusOw i zalozonego warunku cosa =

2 = p2yc? —2bc~%

a
=. M
c amy

= b2 +c? 2ab.

Jezeli przyjmiemy teraza =4 ib =5to ¢=+/31. Jak tatwo sprawdzi¢,
trojkat o bokach dtugosci 4, 5, V31 spelnia warunki zadania.

* o o
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