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Wykorzystac
niezaplanowane
sytuacje

Niektore btedy lub pytania uczniéw
sq bardzo cenne z dydaktycznego
punktu widzenia.

B AGNIESZKA ORZESZEK

piatym numerze ,,Matematyki”
(2007) ukazaly si¢ dwa artyku-
ty ([1], [2]), stusznie akcentuja-

ce potrzebe ksztaltowania elementarnych
zasad wnioskowania i korzystania z oka-
zji dydaktycznych, stwarzanych przez na-
szych uczniéw. Rzeczywiscie, na lekcjach
matematyki co jakiS czas pojawiaja si¢ nie-
zaplanowane przez nauczycieli, mate ma-
tematyczne niespodzianki. Sg to na przy-
ktad dodatkowe pytania uczniéw, wykra-
czajace poza aktualnie omawiane zagad-
nienie, nietypowe rozwigzania zadan oraz
najrézniejsze btedy uczniowskie. Zofia
Krygowska pieknie okreslala tego typu sy-
tuacje jako ,,btogostawiony btad”.

Na ogo6t reagujemy na nie natychmiast,
udzielajac krotkich, autorytatywnych wyja-
$nien i nie wracamy wi¢cej do wywotanego
nagle przez uczniéw problemu; w jakim$
stopniu jest to zrozumiale przy wciaz nie-
wystarczajacej liczbie godzin matematyki
w liceum, ktéra mocno sprzyja algorytmi-
zacji nauczania i metodzie ,,podajace;j”.
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Tymczasem niektore z takich zdarzef
sg bardzo cenne z dydaktycznego punktu
widzenia. Daja si¢ wykorzysta¢ jako punkt
wyjScia do prostych badan, analiz, wnio-
skowania, ksztafcenia rozumowan mate-
matycznych ucznidw, a takze ich aktyw-
nej, poszukujacej postawy. Tworza kapi-
talng sytuacj¢ dydaktyczna — ,,starter” do
kolejnych ksztalcacych metodycznych za-
biegow.

Chciatabym poda¢ przyktady takich
sytuacji, ktore zdarzylty mi si¢ w liceum,
w roku szkolnym 2006/2007.

Sytuacja pierwsza

Uczniowie klasy I poznali definicje
funkcji trygonometrycznych kata ostrego
w trojkacie prostokatnym i éwiczyli ich sto-
sowanie w zadaniach. Na jednej z pierw-
szych lekcji wyjasniono pojecie nachyle-
nia stokdéw gor, dachow, drog itp. wedtug
podrecznika [3]. Oto ta definicja:

/o

Nachylenie stokow gor,
schodow i dachow domow
czesto podaje si¢ w procen-
tach. Na przykiad znak dro-
gowy przedstawiony na zdje-
ciu ostrzega przed stromym
podjazdem, ktorego nachy-
lenie wynosi 10%.
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/\a/llom

100 m

Nachylenie 10% oznacza, zZe tangens
kagta nachylenia drogi do poziomu wynosi
0,10.

Nastepnie uczniowie rozwigzywali na-
stepujace zadanie (zadanie 1c, s. 309, [3]):

L .U Jaka jest roznica wysokoSci miedzy
szczytem wzniesienia a punktem A4?

A o

Oto dwa rézne rozwigzania uczniow,
prowadzace do tej samej odpowiedzi.

Rozwigzanie ucznia A
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Odp. Okolo 160 metrow.

Rozwigzanie ucznia B

2 km
/\a/lh

h _
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h =0,16 km = 160 m
Odp. Okolo 160 metrow.

Jak skomentowac zaistnialg sytuacje
uczniom? W jakim celu i jak jg wyko-
rzysta¢ na tej lub nastepnej lekc;ji?

O Wersja 1. Nauczyciel ogranicza si¢ do
komentarza: Uczeri B Zle zdefiniowat funk-
cje tga, pomylit jg z sina, jego rozumowa-
nie jest nieprawidiowe, po czym przecho-
dzi do nastepnych zadan, gdyz podczas tej
lekcji ¢wiczy si¢ prawidlowe stosowanie
funkcji trygonometrycznych w zadaniach.

O Wersja 2. Nauczyciel informuje: Dla
malych kqtow awartosc tga jest w przybli-
Zeniu rowna sin o, dlatego mozna zaakcep-
towac rozwigzanie ucznia B, ktory powinien
jednak napisac odpowiedni komentarz, po
czym przechodzi do rozwigzywania na-
stepnych zadan.

Te hipotetyczne, uproszczone wersje
wydarzen sa przyktadem stereotypu i by¢
moze nadal prawdopodobne w szkole.
Obie nie wykorzystuja potencjatu uczniow
ani okazji, by ich matematycznie uaktyw-
ni¢. Przyjrzyjmy si¢ wersji 3. Wykorzysta-
niu sytuacji poSwiecamy nastepna lekcje.

O Wersja 3. Nauczyciel przygotowuje kil-
ka zabiegéw dydaktycznych.

1. Poréwnanie rozwiazan A oraz B.
Rozwigzania A oraz B sg napisane na ta-
blicy lub wySwietlone na ekranie.

Wyglgda na to, ze jesli uczeri B odwoly-
wat sie do definicji nachylenia drogi oraz
funkcji trygonometrycznych, to zrobit blgd,
bo zastosowal tu niewlasciwg funkcje. Co
o tym sqdzicie? — dyskusja.
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2. Dlaczego jednak B uzyskat dobry wy-
nik? Czy to przypadek? Mozemy zapytac
ucznia B, czy zastosowal swoj pomyst
przez pomylke, czy celowo uzyl innej funk-
cji? Jesli przez pomyltke, umiemy to sko-
mentowacd. Jedli celowo, to pochwalimy
ucznia, czyz nie?

Bez wzgledu na przyczyny, wykorzy-
stamy t¢ sytuacjg, by nauczy¢ ucznidw
czego$ nowego podczas tej lekceji. Czego?

3. Porownanie wartosci funkgcji si-
nus oraz tangens tego samego kata
ostrego w trojkacie prostokatnym. Na-
uczyciel projektuje prosta komputerowa
animacj¢ trojkata prostokatnego (na przy-
ktad w programie CABRI 2%). Zlapanie
,»mysza” za gorny wierzcholek trojkata
powoduje zmiany badanego kata ostrego
A. Dtugos¢ przyprostokatnej x jest stala,
rowna na przyktad 10 cm. Program obli-
cza wartoSci funkcji tg 4 oraz sin A4, moz-
na je porownac i odczytad, dla jakiego kata
A sa w przyblizeniu réwne.

tgA=0,14 sin4=0,14

y=1,40 cm r=10,10 cm

x=10,00 cm

tgA=0,98
sin4=0,70

r=14,01 cm

y=9,82 cm
44,59

x=10,00 cm

Nauczyciel moze to zademonstrowac
na ekranie, wykorzystujac projektor multi-
medialny, lub pozwoli¢ uczniom na samo-
dzielne ,,badanie” trojkata na kompute-

[ |
Jezeli nie mamy komputera, mozemy postuzy¢

si¢ po prostu tablicami.
\ |
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rach. Uczniowie odpowiadaja na kluczowe
pytanie: dlaczego dla malych kqtow A za-
chodzi wilasnos¢ sin A ~ tg A? Formuluja
wniosek: Dla malych kgtow A przyprosto-
kagtna przylegla do A ma zblizong diugos¢
do przeciwprostokqtnej, dlatego sin A ~1gA.

4. Co oznacza okre$lenie ,,dla ma-
lych katow?” Z jakiego przedziatu? Ja-
kiego rzedu sa wartosci funkcji sinus i tan-
gens dla tych katow? Jaki jest btad przy-
blizenia w przypadku, gdy sin A ~ tg A?
Warto podsumowac ,,zakres” stosowania
odkrytej wtasnoSci i zapisa¢ wniosek:
Mozemy przyjgc, ze jesli a € (0°, 9°), to
1g a ~ sin a. Wartosci tych funkcji sq wtedy
wigksze od 01 mniejsze od okoto 0,16. Blad
bezwzgledny nie przekracza 0,01. Warto
doda¢, ze fizycy do obliczen uzywaja od-
krytej przez nas wtasnosci dla katow
mniejszych od okoto 9°. Poréwnajmy jesz-
cze w tablicach wartosci obu funkcji w
okreSlonym przedziale miar katow.

5. Czy wobec tego moglibySmy za-
stosowac te wlasnos¢ do rozwigzania
naszego zadania? Uczniowie bez trudu
powiedza: Nachylenie wynosi 8%, to mniej
niz 0,16, zatem mozemy zastosowac po-
wyzszq wlasnos¢. Poprawmy zapis rozwia-
zania zadania ucznia B: tga = 0,08 zatem
a € (0° 9°), wtedy tga ~ sing, stad sina »
~ 0,08. Otrzymujemy 4 ~ 0,16 km ~ 160 m.
Odp. Okoto 160 metrow.

6. Powrot do definicji. Wro¢my do
definicji funkcji tangens i sinus kata ostre-
go w trojkacie prostokatnym.

Czy sformulowana wyzej wlasnos¢
mozna bylo wywnioskowac z tych defini-
cji? Poréwnujemy wzory: Ktory utamek jest
wigkszy? Ktory szybciej rosnie?
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7. Wykresy funkcji w przedziale
(0°, 9°). Pokazmy uczniom wykresy obu
funkcji w przedziale (0°, 9°), np. wyswie-
tlajac je na kalkulatorze graficznym. Czy
wida¢, jak ,,zachowuja” si¢ wykresy dla
malych katéw? To cenne dydaktycznie,
chcemy, aby pod koniec nauki w liceum
uczen potrafil szybko i swobodnie prze-
chodzi¢ z jezyka algebry na jezyk funkc;ji,
i interpretacje geometryczne.

8. ,,Przedluzenie” problemu. Pyta-
my ucznidw: Czy moglibysmy ,,przediuzyc¢”
ten problem? Jak? Oczekujemy odpowie-
dzi uczniéw: Czy podobna wlasnosc za-
chodzi dla innych funkcji trygonometrycz-
nych? W Kklasie, w ktorej stosujemy po-
dobne zabiegi dydaktyczne, takie pytanie

X y r sinA = %

10 0,1 10,00049999 0,0099995
10 0,2 10,0019998 0,019996

10 0,3 10,00449899 0,02998651
10 0,4 10,0079968 0,03996804
10 0,5 10,0124922 0,04993762
10 0,6 10,01798383 0,05989229
10 0,7  10,02447006 0,06982913
10 0,8  10,03194896 0,07974522
10 9 13,45362405 0,66896473
10 10 14,14213562 0,70710678

ucznidw pojawia si¢ z reguly duzo szyb-
ciej, nie prowokowane przez nauczycie-
la. Mozna zadac ten problem do zbada-
nia w domu: Sformutuj i zapisz wniosek
z badan. Uzasadnij, dlaczego zachodzi od-
kryta wlasnos¢.

9. Podsumujmy: zalety i wady roz-
wigzan ucznia A oraz B. Spytajmy uczniow:
Czy i na jakich warunkach dopuscisz roz-
wigzanie ucznia B? Czy pozwolisz mu je
stosowac na maturze? W tej krotkiej dys-
kusji podkre§lamy znaczenie zapisu nie-
zbednych komentarzy w rozwiagzaniu za-
dania. A swoja droga ciekawe, jak zare-
agowaliby egzaminatorzy sprawdzajac na
maturze takie ,,inzynierskie” ujecie zadan
matematycznych?

Opisane wyzej etapy lekcji odbywaty
sie szybko i sprawnie w pracowni multi-
medialnej, wyposazonej w komputery oraz
projektor multimedialny. Zademonstro-
walam uczniom réwniez malg tabele w
arkuszu kalkulacyjnym, ktorej analiza pro-
wadzifa do tych samych wnioskdw. To row-
niez dobre i fatwo dostepne narzedzie dy-
daktyczne, warto z niego korzystac.

y — przyprostokatna naprzeciw kata 4
X — przyprostokatna przy kacie A
r — przeciwprostokatna
r
B e

X

tgA= % tgA-sinA (z;glfl\'qgf;:é)

0,01 0,000000499963 0,0000
0,02 0,000003998800 0,0000
0,03 0,000013490894 0,0000
0,04 0,000031961651 0,0000
0,05 0,000062383056 0,0001
0,06 0,000107709272 0,0001
0,07 0,000170872300 0,0002
0,08 0,000254777717 0,0003
0,9 0,231035268378 0,2310

1 0,292893218813 0,2929
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OczywiScie mozna polemizowac, czy
warto do tego do$¢ prostego zagadnienia
siggaé po narzedzia typu kalkulatory, czy
komputery. Moze wystarczy tylko prze-
analizowac¢ definicj¢ obu funkcji (etap 6)?
Zapewne decyzja zalezy od poziomu kla-
sy i mozliwoSci nauczyciela. Opisana
1 przeprowadzona przeze mnie propozy-
cja lekcji podpowiada moim uczniom,
jak mozna poszukiwaé rozwigzan,
oswaja z badaniem problemu, w pew-
nym sensie pokazuje jak mozna z przy-
jemnoS$cia ,,uprawia¢” matematyke —
zagadnienie nie bylo pojeciowo trudne,
ale dos¢ nietypowe, za to dobre do nauki
pewnego stylu matematycznych rozumo-
wan i aktywnej postawy.

Nie przepadam za nadmiernym ekspo-
nowaniem ,,edukacyjnej nomenklatury”,
jednak w tym przypadku warto chyba wy-
pisac cele — hasta mojej lekcji, bo rzeczy-
wiscie w niej wystapity:

O odkrycie zaleznoSci (obserwacja, wnio-
skowanie, stawianie hipotezy) i uzasadnie-
nie jej;

O uzasadnienie, dlaczego wtasno$¢ jest
prawdziwa dla matych katow, a dla wiek-
szych nie (obserwacja i korzystanie z de-
finicji, logiczne wnioskowanie);

O problem wielkoSci bledu przyblizenia,
jaki btad akceptujemy przy tym przybli-
zeniu;

O badanie i uzasadnianie monotoniczno-
Sci tych funkcji, takze tempa zmian;

SREDNIE SREDNICH
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O analizowanie wykresow tych funkcji
w przedziale adekwatnym do realizowa-
nego materialu, czyli dla kata ostrego w
trojkacie prostokatnym;

O przedluzenie problemu;

O problem prawidlowego zapisu zadania
przez ucznia B; jakim zapisem przekonac
nauczyciela, ze B rozwiagzal zadanie pra-
widlowo?;

O stale akcentowana aktywna postawa
badacza i state pytanie ,,dlaczego”;

O spojne i naturalne przechodzenie po-
miedzy watkami matematycznymi — doda-
nie nowego tematu lekcji (jakiego?) do
tzw. rozktadu materiatu, temat nieplano-
wany wczesniej, ale spojny z wymagany-
mi zagadnieniami (na przyklad z mono-
tonicznoscia);

O problem akceptacji rozwigzania nietypo-
wego, ujecie ,,inzynierskie”, w konfrontacji
z zadaniem tradycyjnym oraz tradycyjnym
podejsciem nauczyciela i egzaminatora. 0

AGNIESZKA ORZESZEK
nauczycielka Il LO w Gdyni
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Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Przypomnijmy dobrze znana nie-

réownos¢ pomiedzy Srednig arytmetyczna

a

+b

2

a Srednig geometryczng /ab tych liczb:

mg#.

Nasuwa si¢ w tym momencie dos$¢ naturalne pytanie: Co jest wigksze: srednia arytme-
tyczna Srednich geometrycznych czy srednia geometryczna srednich arytmetycznych?
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