Poszukuj

nauczanie matematyki -

zwigzkow,
tworz znaczenia

Bo mysli moje nie sqg myslami waszymi
ani wasze drogi moimi drogami —
wyrocznia Pana.
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Kiedy sie tak zbierze jeden po drugim
zwiqzki, naturalnie rodzi si¢ znaczenie.
A jak sie zbierze duzo zwigzkow
znaczenie si¢ poglebia.

Haruki Murakami, Kafka nad morzem,
Muza SA, Warszawa 2007.
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Wprowadzenie

Nasze matematyczne myslenie znacz-
nie odbiega od myslenia naszych uczniow.
Czy ta oczywistos¢ jest przez nas brana
pod uwage? W jaki sposob? Nasze mysli,
dzigki wieloletniemu treningowi, sa boga-
te w konteksty znaczeniowe. MySli uczniow
biegna Sciezkami tworzgcymi, w poréwna-
niu z naszymi, niezbyt rozbudowana i mato
uzywang sie¢ potaczen. My widzimy nie
tylko to, co bezposrednio ukryte jest pod
znakami napisanymi na tablicy. Rozpo-
znajemy jednoczesnie, szybko i niezawod-
nie wszystkie mozliwe drogi w gmatwa-
ninie Sciezek prowadzacych od znaczenia
do znaczenia. Uczniowie te Sciezki dopie-
ro tworzg wsrdd swoich wlasnych Sciezek,
bardziej lub mniej zwiazanych z pozada-
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nymi przez nas. Sg jak osoby, ktdre stabo
znajac miasto dochodza do celu dziwny-
mi okreznymi trasami. Pomijajg najprost-
sze drogi lub gubig si¢ i przy kazdej okazji
pytaja o droge. Widza przy tym wylacz-
nie znaki. Celami w tej wedrowce nie sa
jednak znaki, s3 nimi znaczenia, a dro-
gami do nich — zwiazki.

Mowiac bardzo ogdlnie, najwazniejsze
w uczeniu si¢ (nie tylko matematyki) oraz
w rozwigzywaniu problemdw (nie tylko
matematycznych) jest szukanie zwiazkow
i budowanie znaczen. Mozna chyba po-
wiedzie¢, ze w szkolnej matematyce zwiaz-
ki i znaczenia same w sobie sa wazniejsze
niz wiadomosci i umiejgtnosci; niz wiedza
w znaczeniu, jakie przypisuja jej historycy
czy biolodzy. W matematyce odkrywanie
zwigzkdw 1 tworzenie znaczen jest umie-
jetnoscia kluczowa, ale tez szczegdlnie
trudng do wyksztatcenia. Trudnosci pole-
gaja na tym, zZe zarOwno te najwazniejsze
zwigzki jak i najgtebsze znaczenia sa i po-
winny by¢ oderwane od konkretnych
przedstawien i naszych praktycznych do-
Swiadczen. Mysle, ze chociaz sa oderwa-
ne, to jednak w codziennych doswiadcze-
niach bardzo przydatne.

MySle takze, ze na zadnym innym
przedmiocie nauczyciel nie doSwiadcza
tak silnej pokusy, aby pomija¢ znaczenia
uzywanych znakoéw, a zwigzki miedzy
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kryjacymi si¢ wSrod nich znaczeniami
przedstawiac przede wszystkim formalnie,
jako czynnoSci na samych tylko znakach.
Rozwiazywanie zadan do$¢ tatwo daje si¢
sprowadzi¢ do formalnego zapisu. Zna-
czenia stosowanych symboli i zwiazki mie-
dzy pojeciami traktuje si¢ jako co§ oczy-
wistego, co niejako samo podktada si¢ pod
zapis.

W tym artykule chciatbym ukaza¢ mo-
menty wiasnych lekcji, w ktorych czuje, ze
gubie to, co na matematyce najwazniej-
sze. Zaprezentuje takze na jednym przy-
kladzie strategie postgpowania, ktorej ce-
lem jest szukanie i odbudowanie zatartych
Sciezek migedzy znaczeniami.

Ze szkolnego podwérka

Wszyscy potrafimy podawaé podobne
przyktady. JesteSmy w klasie I LO. Cze-
sto pojawia si¢ problem, jak z wyrazenia
typu ¢ =a - b wyliczy¢ b. Najbardziej trafia
do uczniéw ttumaczenie: trzeba podzie-
li¢ obie strony przez a, zupetnie niedo-
stepne zas$ jest takie: podstaw za ¢, a i b
jakies liczby, na przyktad 12, 31 4, a po-
tem zastanow sie, jak z 12 i 3 otrzymasz 4.
Poprowadzeni p6jda ta droga, ale sami wy-
biora pierwsze wyjasnienie. ,,Nie wymaga
myslenia.”

Tego typu rozumowanie uczniow pro-
wadzi do czestych pomytek innego rodza-
ju. Niektdrzy z nich, kiedy mnoza obie
strony rownosci typu ¢ =a - b przez liczbe,
mnoza kazdy czynnik po prawej stronie
przez te liczbe. Blad ten pojawia si¢ na
tyle czesto, ze w walce z nim staje si¢ eks-
pertem. Na jaki§ czas uczniowie zaakcep-
tuja narzucong zasade: mnozymy tylko
jeden z czynnikoéw (w przypadku sumy
jednak mnozymy kazdy sktadnik), ale
za nic na $wiecie nie odwazg si¢ wejs¢
w zwiazki miedzy liczbami i dziataniami,
obserwujac je na najprostszych przykta-

dach falsyfikujacych. Dopdki nie zdobeda
sie na ten ryzykowny wysitek, dopdty nie
zrozumieja, dlaczego si¢ nie mnozy iloczy-
nu tak, jak im si¢ wydaje. Co wigcej po-
woluja si¢ na nauczycieli z gimnazjum:
,»Pani tak nas uczyla” — wspominaja.

Kiedy, bedac w ich wieku, uczylem si¢
rozwigzywania nieréwnosci wymiernych

e o
g(x)

moja pani profesor wyjasniala, ze znak ilo-
razu dwoch wyrazen jest taki sam jak znak
iloczynu, wiec zamiast dzielenia po lewej
stronie mozemy zapisa¢ mnozenie (pa-
migtajac o dziedzinie nierownosci). Teraz
moi znajomi licealiSci w drugiej klasie daja
sobie rade bezrefleksyjnym sposobem: po-
mnoz obie strony nieréwnoSci przez
kwadrat mianownika. W wyrazeniu po
lewej stronie znaku ,,<” zapewne nie do-
strzegaja juz dzielenia. Nasuwa si¢ pyta-
nie: Co si¢ zmienilo od tamtych czasow
w podejSciu do zwiazkow i znaczen?

W ramach korzystania z lepszych wzor-
cow metodycznych, proponuj¢ wigc moim
uczniom refleksje nad znaczeniami tego,
co pisza i staram si¢ pomagac im dostrze-
gaé zwigzki migedzy znaczeniami i same
znaczenia w labiryntach zwiazkow.

Moje proby (niezbyt udane)

Wracamy do klasy I LO. Proponuje
zastanawianie si¢ nad tym, kiedy iloczyn
dwoch liczb jest dodatni, a kiedy ujemny.
Po opracowaniu kilku przyktadéw dopro-
wadzam do konkluzji: Aby iloczyn dwoch
liczb byl liczba ujemna, jedna z nich
musi by¢ liczba ujemng a druga dodat-
nia. Jednak moi uczniowie (wszyscy, kto-
rzy dostrzegaja jakies zwiazki migdzy przy-
kfadami a wnioskiem) rozumieja to klu-
czowe zdanie tak: JeSli znak nieréwnosci
jest taki: <, to w nastepnej linijce musza
pojawic si¢ znaki < i> oraz > i <.
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Uczef wigc zapisal to, czego po nim
oczekiwalem:
x(x-1)<0
x<0ix-1>0 lub x>0ix-1<0
ale nie podiozyl pod napis oczekiwanych
przeze mnie znaczen. Jego wysilek inte-
lektualny skoncentrowat si¢ na odroznie-
niu powyzszego zapisu od niemal identycz-
nego, ktdry pojawit si¢ na tablicy obok:
x(x-1)>0
x>0ix-1>0 lub x<0ix-1<0

Ja staratem si¢ wyjasnic znaczenie wy-
razen, oni szukali r6znicy w kierunkach
znakow nieréwnosci. Rozwigzanie nierow-
nosci kwadratowych stato si¢ czysto me-
chanicznym przestawianiem znaczkow
wedlug upraszczajacego schematu. Zapis
w zeszytach jest poprawny formalnie, lecz
catkowicie pozbawiony znaczenia. Jest
wigc semantycznie pusty i jalowy z punk-
tu widzenia moich celow. Jest zapisem bez
sensu.

Na kartkowkach zbieratem zniwo ta-
kiego podejScia. Nie dziwitem si¢. Prze-
ciez nie sposOb zapamietac te dwie spo-
$rod wielu kombinacji przynajmniej pigciu
prawie identycznych symboli, nie rozumie-
jac ich znaczenia!

Przesadzam? Moze nie jest az tak Zle?
Moze wta$nie trzeba, aby uczniowie zdo-
bywali mechaniczne nawyki sortowania
symboli i przyswajali symboliczne regut-
ki, az w rezultacie informacje te zaczna
tworzy¢ w ich umystach pozadane zwiaz-
ki? Z czasem i z liczba nowych zwiazkow
nastapi samoczynna organizacja tych
zwiazkOw w spdjny system? Zanim to na-
stapi, po prostu musza stosowac wzory
(nie tylko z reszta te), nie dostrzegajac
znaczefn w tych czynno§ciach? Nie jestem
przekonany.

Wydaje si¢, ze w zadaniach, w ktorych
korzystamy ze wzorow, mozna si¢ obejs¢
bez znaczef. Uzyskanie wyniku liczbowe-
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go wymaga tylko wprawy we wstawianiu
odpowiedniej liczby w odpowiednia pozy-
cje wzoru. Reszta — to znajomo$¢ rachun-
koéw, ale tez (uwagal) zwigzkéw miedzy
znakami wspOtczynnikdéw a znakami od-
powiednich iloczyndw i liczb przeciwnych.
Od zwigzkow wiec trudno si¢ uwolnic.

Podczas rozwigzywaniu rownan kwa-
dratowych pojawiaja si¢ btedy przy pod-
stawieniu za minus delta liczby ujemnej;
podobnie za minus b. Niektorzy dzielenie
przez dwa a we wzorze naxy ix, zapamie-
tuja jako dzielenie przez dwaa, a to zna-
czy po prostu przez dwa. Mozna si¢ tez
pogubi¢ w stosowaniu innej kuriozalnej
reguly z poprzednich etapdéw edukacji:
minus i minus daja plus, przywolywa-
nej niefrasobliwie zaréwno podczas mno-
zenia, jak i dodawania liczb catkowitych,
a takze czasem w dowolnych innych sytu-
acjach.

Dylematy, strategie i kolejne proby
(czasem udane)

Wielu nauczycieli uwaza, ze umiejet-
no$¢ obliczania pierwiastkéw rownania
kwadratowego (jako bardziej podstawo-
wa) u znacznej czgéci naszych licealistow
musi i powinna wyprzedzaé (nieraz bar-
dzo) umiejetnoS¢ wyprowadzania wzorow
na pierwiastki ze zwigzkéw miedzy wspot-
czynnikami réwnania. Dobrze, ale czy
musi wyprzedzaé takze zrozumienie, ze
taki zwigzek w ogole istnieje?

Mysle, ze nie musi. Poniewaz nie przy-
ktadam znaczenia do mechanicznych roz-
wiazan rownan kwadratowych i innych
zadan, w ktorych uczen realizuje (nawet
poprawnie) zadany mu algorytm, posta-
nowitem pokaza¢ uczniom rozne zwiazki
zachodzace migdzy znaczeniami podczas
obliczania pierwiastkéw réwnan kwadra-
towych. Chcialem, zeby te zwigzki poma-
galy im tez w rachunkach.
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Poczatki byly trudne. Musiatem uwzgle-
dnia¢ nawyki i oczekiwania uczniéw oraz
to, ze siatka zwigzkow w ich umystach przy-
pomina sie¢ naszych autostrad.

WezZzmy réwnania kwadratowe. Moja
strategia byta nastepujaca:

1. Najpierw ucze rozwigzywania row-
nan kwadratowych bez delty. Okoto 6 go-
dzin analizowania znaczef. Zastanawia-
nie sie¢, jaka liczbe trzeba podnie$¢ do
kwadratu, aby otrzymac inng (warianty: ta
inna to dodatnia, ujemna lub zero) i kie-
dy iloczyn dwoch liczb zapisanych dwu-
mianami wynosi zero. Pytam, czy moze-
my rozpoznac czynniki, kiedy iloczyn nie
jest rowny zero i pokazuje, jak zwingc
sume do kwadratu (to zadanie na ,,pigt-
ke”), itp.

Efekty osiagam dos¢, przyznaje, mizer-
ne, ale chodzi mi nie tyle o osiggniecie
celow dydaktycznych (gdybym je osiagal,
nie byloby juz problemdw z kolejnymi te-
matami), a raczej o przekazanie uczniom
moich intencji i metody pracy. Przestanie
jest takie: zalezy mi przede wszystkim
na waszym rozumieniu znaczen i
zwigzkow miedzy nimi.

2. Potem budowaliSmy réwnania kwa-
dratowe w postaci ogdlnej na podstawie
zadania: Suma dwdch liczb wynosi p, a ich
iloczyn wynosi q. Jakie to liczby? Ucznio-
wie dostrzegali, ze wspOtczynniki p i g w
réwnaniu kwadratowym x*>—px+¢ = 0 sa
w prostym zwiazku z jego rozwigzaniami
(prostym, kiedy wspotczynnik przy x% wy-
nosi 1). Na podstawie danych zadania bu-
dowali uktad réwnan, a potem rOwnanie
kwadratowe, na podstawie zas§ wspolczyn-
nikow réwnania odgadywali jego rozwia-
zanie. To taki wstep do wzoréw Viete’a.
Tu miatem juz wyrazne efekty. Cieszylo
mnie takze to, ze uczniowie angazowali si¢
w odgadywanie rozwigzan.

3. Jeszcze pozniej podatem wzory (bez
wyprowadzenia) na delte i pierwiastki,

z czasem tez wzory Viete’a. Widziatem za-
dowolenie i ulge malujace si¢ na ich twa-
rzach. Z wypiekami sprawdzali, ze tymi
wzorami mozna rozwigza¢ kazde roéwna-
nie kwadratowe, nawet x”=4. Wielu zgla-
szalo pretensje ,,dlaczego dopiero teraz?”.
Ta rado$¢ nie trwata jednak diugo. Wy-
starczyto kilka zadan, aby stwierdzi¢, ze
jest w tych schematach rachunkowych spo-
ro miejsc karkolomnych, gdzie liczne za-
legtosci i brak wprawy stanowig bariery
trudne do przebycia.

Wreszcie — kulminacyjny punkt tych
wszystkich zabiegow:

4. Zebranie zwigzkOéw w catosci uka-
zujace znaczenia. Uktadalem czastkowe
zadania w schematy, w ktorych uczen
moze (ale nie musi) dostrzec, jak pewne
wyniki wigza si¢ ze sobg.

Oto prosty i reprezentatywny przyktad
takiego schematu.

x”_,’ Sposrdd liczb: -6, -5, -4, -3, -2, -1,
1,2,3,4,5, 6 wybierz dwie o r6znych zna-
kach i wpisz kazda pojedynczo do[_]i /\.
a) Oblicz sumeg i iloczyn liczb wpisanych
wl i

b) Wstaw sume i iloczyn do robwnania:

x? — (suma)x +iloczyn = 0.
¢) Oblicz pierwiastki rOwnania z punk-
tu b).
d) Oblicz sume i iloczyn pierwiastkow
rownania korzystajac ze wzoroéw Viete’a.

e) Zapisz rOwnanie z punktu b) w postaci
iloczynowe;.

Nie jest oczywiste dla moich uczniow (w
kazdym razie nie na poczatku), ze pierwiast-
ki obliczone ze wzordw uzywanych w punk-
cie ¢) to te same liczby, jakie wstawili do
kwadratu i trojkata. Nie wszyscy tez zauwa-
zaja od razu, ze suma i iloczyn, wyliczone
w punkcie a), muszg by¢ takie same jak
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X1+Xy 1X1 -Xy, obliczone ze wzordéw w punk-
cie d). Czuje, jaka trudno$¢ sprawia im tak-
ze ulozenie postaci iloczynowej rownania,
mimo ze za nimi wiele do§wiadczef w roz-
wigzywaniu rownan danych w tej postaci.
To, w jaki sposob zrealizowalem swoje
cele poznawcze, oceniam jednak nie tyle
po tym, jak sprawnie uczen obliczy pier-
wiastki lub ich sume, lecz po tym, czy po-
trafi zauwazy¢ odpowiednie zwigzki mie-
dzy liczbami, ktorych uzywat i ktore otrzy-
mat z rachunkéw. Sukcesem jest juz to,
Ze mnie o te zwigzki pytaja i ze na ich pod-
stawie poprawiaja btedy rachunkowe.

Znaczenie

Ten przyktad ilustruje moje podejScie
do zagadnienia zwiazkow i znaczen na lek-
cjach matematyki. Cele, jakie sobie sta-
wiam, wykraczaja poza zwykle przyswoje-
nie materialu nauczania. Dotycza podsta-
wowych zasad pracy umysfowej i osiaga-
nia kompetencji poznawczych. Poszukiwa-
nie zwiazkow i znaczen ma pomagaé
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rozwina¢ nieco wachlarz strategii rozumo-
wania, wyj$¢ poza typowe schematy opar-
te na zapamig¢tywaniu faktow i realizowa-
niu zadanych algorytméw. Dobra pamieé
zreszta korzysta ze zwigzkow i znaczef.

Dzialy rownania kwadratowe i funkcje
kwadratowe to kopalnia zadan, z ktorej
przez odpowiednie laczenie znaczen mo-
zemy wydobywac liczne zwiazki, pomagaé
uczniom u$wiadamiaé je sobie. Sa inne,
podobnie bogate, dzialy w programie na-
uczania.

Przekonujmy naszych ucznioéw (i sie-
bie), ze to wlasnie szukanie zwigzkow i po-
glebianie znaczen jest waznym celem
uczenia si¢ matematyki, przydatnym tak-
ze poza szkota. Moze przekonamy w ten
sposOb wieksza liczbe ucznidw, ze warto
si¢ uczy¢ matematyki. a
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pracownik Uniwersytetu w Bialymstoku,
nauczyciel w prywatnym LO w todzi

ROWNANIA FUNKCYJNE

Rozumujac podobnie, jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, ze jedynymi
kandydatami na rozwigzania rownania (2) sa funkcje postaci f(x) = Cx". Sprawdzi-
my, ktore z nich istotnie spetniaja to rownanie. Mamy
3) Cy" (x-D"-Cx" (y-1)" = C(x-y)".

Gdy C =0, to rownanie (3) jest spetnione, czyli funkcja f(x) = 0 jest rozwigza-

niem réwnania (2). Zalézmy teraz, ze C # 0. Wowczas dlax =2 iy =4 rodwnanie (3)
przyjmuje postac
4n42Mm.3n = (=2)"
lub réwnowaznie
2"-3" =1 lub 2" -3" = -1.
OczywiScie pierwsza z rownosci zaj$s¢ nie moze, za§ w drugim przypadku mamy
3-2"=1on=1
(dlaczego?), co jest sprzeczne z zalozeniem n > 2. Wobec tego jedynym rozwiaza-
niem rownania (3) jest funkcja f(x) =0.
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