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Ksztatcenie
umiejernosct
definiowania

H WITOLD PAJAK

pracy nauczyciela matematyki

w szkole wazna rol¢ odgrywaja

definicje poje¢ matematycz-
nych. Niektore z nich maja charakter skro-
tu — potrzebnego i utatwiajacego dalsze
porozumiewanie si¢ w jezyku matematy-
ki. Przyktadami takich definicji — skrotow
sa na przyktad: definicje funkcji trygono-
metrycznych w trojkacie prostokatnym,
oznaczenia f(x), a,,. Sa jednak i takie defi-
nicje, ktorych charakter daleko wybiega
poza tradycyjnie rozumiany skrot, na przy-
ktad: definicja symetrii osiowej, definicja
wielomianu czy definicja funkcji.

W mojej pracy szkolnej w liceum ogo6l-
noksztafcacym definicje odgrywaja zna-
czaca role — sa obiektem pracy nie tylko
podczas ich wprowadzania, ale i wielo-
krotnie stajg si¢ waznym kryterium roz-
strzygajacym watpliwoSci. Przedstawiam
kilka fragmentéw lekceji dotyczacych de-
finiowania — definiowania rozumianego
szeroko, ze szczegblnym uwzglednieniem
wprowadzenia uczniow w t¢ sztuke. Nie-
ktore z prezentowanych przyktadow! do-
tycza pojec juz znanych uczniom, inne s3
nowe dla uczniow.

[
1 Przedstawione przyktady maja charakter ¢wi-

czen.
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Przyktad 1 (klasa pierwsza LO) — Deltoid

Przy okazji rozwazan dotyczacych
czworokatow uczniowie na prace domowa
otrzymali polecenie sformutowania okre-
Slefi deltoidu — popularnego ,latawca”;
mogli je sami wymysli¢ lub skorzystac
z roznych Zrodel. Na lekcji uczniowie za-
prezentowali swoje propozycje. Oto te
okreslenia w takiej formie, w jakiej przed-
stawili je uczniowie.

a) Deltoid to czworokat o dwoch pa-
rach bokdéw rownych (pod warunkiem, ze
te rowne boki nie sg rOwnolegte).

b) Deltoid jest to czworokat (ani tra-
pez, ani rownoleglobok), ma parami boki
rowne, przekatne przecinajg si¢ pod ka-
tem prostym i ten punkt (przecigcia prze-
katnych) dzieli krotsza przekgtna na po-
fowy.

c¢) Deltoid to figura ztozona z dwoch
trojkatow rownoramiennych o wspolnej
podstawie.

d) Deltoid to figura ztozona z dwoch
trojkatdéw przystajacych o wspodlnej pod-
stawie.

e) Deltoid jest to czworokat o prosto-
padtych, ale nie réwnych przekatnych.

f) Deltoid to czworokat majacy oS sy-
metrii i prostopadie przekatne.

g) Deltoid to czworokat majacy oS sy-
metrii, bedaca przekatna.
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h) Deltoid to czworokat o prostopa-
dtych przekatnych, z ktorych jedna sig
potowi.

i) Deltoid jest to czworokat, ktory ma
parami boki rowne, przekatne przecinaja
sie pod katem prostym i ten punkt (prze-
cigcia przekatnych) dzieli jedng z prze-
katnych na potowy.

j) Deltoid to czworokat majacy oS sy-
metrii bedaca przekatng i nie ma bokow
rownoleglych.

k) Deltoid to romb o dwdch sasiednich
bokach kroétszych.

Rozmowa na lekcji dotyczyta weryfi-
kacji podanych okre§len: , ktére z nich
moglyby zosta¢ definicjami?”. Uczniowie
czesto bronili swoich pomystow cheac jed-
nocze$nie obali¢ inne propozycje. W ten
sposéb powstawaly przykiady obiektow
matematycznych spetniajacych okreSlone
uczniowskie opisy, a wcale nie bedace del-
toidami. Takie przyktady obalaly te okre-
Slenia jako poprawne definicje. Z drugiej
strony, spostrzezenie, iz romb (a wiec i
kwadrat) jest szczegdlnym przypadkiem
deltoidu, wyeliminowato okreS§lenia wy-
kluczajace rownos¢ wszystkich bokow lub
rownos¢ przekatnych. Jednoczesnie zosta-
fa utworzona grupa poprawnych definicji
(czesto po modyfikacji). Jedynym proble-
mem, ktoéry musieliémy jeszcze w klasie
ujednolici¢, byt problem wypuktosci del-
toidu (zrédta ksiazkowe rdznie te sprawe
traktuja). Przyjecie, za Encyklopedig
Szkolng umowy, ze deltoid jest figurg wy-
pukta, spowodowalo, iz do wszystkich za-
akceptowanych okreSlen z wyjatkiem c),
dodalismy warunek wypuktosci. Kolejnym
etapem lekcji byto nakreSlenie idei poka-
zywania rownowaznosci przyjetych defini-
cji — mialy one raczej charakter pewnych
wyjasnien niz prawidtowych od poczatku
do konfica dowodow.

1) Definicja k) musi by¢ odrzucona od
razu jako wewnetrznie sprzeczna — taka fi-
gura nie istnieje. Okreslenie to (podobnie
jak potocznie uzywane, a bezsensowne okre-
§lenie rombu jako ,.kopniety kwadrat”) za-
wiera pewng intuicje, ale jest logicznie nie-
poprawne.

2) Jako ilustracje przytaczamy rysunek,
pokazujacy dlaczego nalezy odrzuci¢ okre-
§lenie f).

* o o

Przyktad 2. (klasa pierwsza LO)
— Rownolegtoboki

Przed ta lekcja uczniowie zostali zo-
bowigzani do przypomnienia sobie wia-
domosci dotyczacych rownolegiobokdéw
oraz wilasnosci figur, bedacych szczegol-
nymi przypadkami réwnolegtobokdw.
Lekcje rozpoczeliSmy od wypisywania na
tablicy wtasnosci i zwigzkow dotyczacych
réwnolegtobokdéw — tak jak dyktowali
uczniowie. Nastepnie zadalem pytanie
o przyjecie takich wlasnosci, ktore mo-
glyby postuzy¢ za dobre warunki defini-
cyjne. Uczniowie zaproponowali nastepu-
jace okreSlenia:

1. Roéwnolegtobok to czworokat o po-
fowiacych si¢ przekatnych.

2. Rownoleglobok to czworokat o
dwodch parach bokéw rownych.

3. Rownolegtobok to czworokat o
dwoch parach bokéw réwnolegtych.

4. Rownolegtobok to czworokat o
dwoch parach katow przeciwleglych row-
nych.
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5. Rownolegltobok to czworokat o
dwoch parach bokéw réwnych i rownole-
glych.

6. Rownolegtobok to czworokat Srod-
kowosymetryczny.

7. Réwnoleglobok to czworokat o po-
fowiacych sie przekatnych i dwoch parach
bokoéw réwnych.

ZwrociliSmy uwage, ze w niektorych
okreSleniach jest zbyt duzo, w innych —
za malo informacji. W koficu zaakcep-
towaliSmy definicje 1), 3), 4), 6). Nastepnie
zostaly przeprowadzone rozumowania po-
kazujace rownowazno$¢ tych definicji.

Réwnolegtobok (istotny) Romb (nie kwadrat)

Pofowigce sie przekatne
Dwie pary bokéw
przeciwlegtych réwnych
Dwie pary bokéw
réwnolegtych
Srodkowosymetryczny

Przeciwlegte katy
o rownych miarach

Suma miar katéw
sgsiednich wynosi 180°

X Ma cztery réwne boki
X X
X Mozna w niego

wpisa¢ okrag
X
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Zwrocitem réwniez uwage na to, ze przyj-
mujac jedna z definicji za obowigzujaca,
pozostale nalezy traktowac jako twier-
dzenia do udowodnienia. Kolejnym eta-
pem lekcji bylo sporzadzenie tabelki po-
kazujacej zaleznoSci pomiedzy wiasno-
Sciami rownolegtoboku, rombu, prosto-
kata i kwadratu. PrzyjeliSmy zasade, ze
wpisujemy witasnosci dla figury najbar-
dziej og6lnej, czyli np. polowienie si¢ prze-
katnych zostato wpisane jako wiasnos¢
tylko rownolegtoboku, gdyz wszystkie po-
zostale figury rOwniez jg posiadaja (gdyz
tez sa rownolegtobokami). Oto powsta-
ta tabelka.

Prostokat (nie kwadrat)  Kwadrat

X Jest

Ma wszystkie katy wielokatem
wewnetrzne réwnej miary foremnym.

X Mozna na nim

opisac i wpisac

Mozna na nim opisa¢ okrag W niego okrag

X Przekatne zawierajg sie X

w dwusiecznych

X Ma dwie osie symetrii
(zawieraja przekatne)

X X

X

Przekatne sg
prostopadte

Ma dwie osie symetrii Ma cztery

(przechodza przez srodki osie symetrii

réwnolegtych bokdw)

Przekatne sg rowne Ma réwne

% prostopadte
przekatne,
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Powyzsza tabelka wskazata na zalezno-
$ci pomiedzy figurami — wynikajace wprost
z definicji. Niektdre z nich staly si¢ po-
tem przedmiotem pewnych objasnien, nie-
ktore za$ zostaly zaakceptowane na zasa-
dzie intuicji. Dodatkowo zostal dotaczo-
ny nastepujacy diagram obrazujacy wla-
snosci badanych czworokatow: kazda
wlasnos$¢ rownolegloboku jest wiasnoscia
prostokata, rombu i kwadratu, kazda wta-
sno$¢ rombu jest wlasnoScig kwadratu,
kazda wtasnos¢ prostokata jest wlasnoscia
kwadratu, ale sg wtasnosci kwadratu, kt6-
re tylko temu czworokatowi przystuguja.

wlasnosci kwadratow

wlasnosci
prostokatow,

wlasnosci
rombow

wlasnosci
réwnolegtobokow

Zwrocilem w tym momencie uwage na
inny popularny diagram — pokazujacy za-
leznosci definicyjne pomiedzy réwnole-
gtobokami, rombami, prostokatami i kwa-
dratami: kazdy kwadrat to rownoleglobok,
kazdy romb to réwnoleglobok, ale nie
kazdy rownolegtobok to romb, czy kwa-
drat.

réwnolegloboki

@ prostokaty

Poréwnanie obu diagramow wskazato na
,»odwrocenie” zaleznoSci zbioréw figur i
zbioroéw wiasnosci figur.

Przyktad 3. (klasa pierwsza LO)
— Symetria srodkowa

Symetria Srodkowa jest na ogdt juz
do$¢ dobrze znanym przeksztalceniem

w szkole licealnej. Uczniowie pamictaja
je z gimnazjum. W zwigzku z tym propo-
nuj¢ uczniom, aby podawali znane im
okreSlenia symetrii Srodkowej. Do najcze-
Sciej przytaczanych naleza:

1. Obrazem dowolnego punktu X jest
taki punkt X', ze punkt O jest Srodkiem
odcinka XX'.

2. Punkty X i X' leza po przeciwnych
stronach danego punktu O, w tej samej
od niego odlegtosci.

3. Obrazem punktu X jest taki punkt
X', ze punkty X, O, X' s wspotliniowe,
punkt O lezy pomie¢dzy punktami X i X'
oraz OX = OX'.

Po tych definicjach proponujg¢ jeszcze
jedna: Obrazem punktu X jest taki punkt
X', 7e: XO =0X'.

Zadanie uczniéw polega na pordéwna-
niu tych okreslen, odpowiedzeniu, czy sa
roOwnowazne, a wiec czy opisuja doktad-
nie ten sam obiekt matematyczny. Do
dalszych rozwazan zaproponowatem przy-
jecie definicji z wektorami.

Analogiczne ¢wiczenie byto wykony-
wane przy okazji symetrii osiowe;j.

Przyktad 4. (klasa trzecia LO,
matematyka rozszerzona)
— Pochodna funkgji

Przytoczone powyzej przyktady doty-
czyly pojeé, ktore uczniowie mogli juz znac
lub rozumie¢ w sposdb chocby intuicyjny.
Pojecie pochodnej funkcji nalezy trakto-
wac jako zupelnie nowe dla uczniéw. Pra-
c¢ z tym pojeciem rozpoczynam od nakre-
§lenia idei geometrycznych. Wykorzystuje
do realizacji tego celu komputer i odpo-
wiednie oprogramowanie pozwalajace ry-
sowaé wykresy funkcji i dos¢ dobrze je
powiekszaé. Proponuje uczniom naryso-
wanie dowolnej paraboli — powiekszamy
odpowiednig liczbe razy fragment wykre-
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su ,,przy wierzchotku”; okazuje sie, ze
W pewnym momencie uczniowie obserwuja
odcinek — funkcja ,,wyprostowata si¢”.

10,0044196

~0,0048847 0,0048847

P6zZniej postepujemy analogicznie z funk-
cjami: y = sinx (w otoczeniu %), y= %
(w otoczeniu liczby 1),y = |x| (w otocze-
niu liczby 0). Ostatnia z funkcji ,,nie wy-
prostowala si¢” w badanym otoczeniu.

—0,0080629 0,0080629
Wskazane przyktady pozwalaja na do-
konanie podziatu funkcji w pewnych ich
otoczeniach —na te, ktore przy odpowied-
nio duzym powi¢kszeniu ,,daja si¢ wypro-
stowac” oraz na te, ktore ,,nie daja si¢ wy-
prostowac”. Ten ,,wyprostowany” frag-
ment funkcji odzwierciedla styczng w
okreSlonym punkcie. Wowczas uczniowie
formutuja wniosek, ze nie kazda funkcja
bedzie miala styczng. Uzgadniamy potem
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nazewnictwo: wykresy funkcji, ktore moz-
na przy odpowiednio duzym powicksze-
niu pewnego otoczenia punktu ,,wyprosto-
wacé”, maja w tym punkcie styczna, a jej
wspOtczynnik kierunkowy to pochodna
rozwazanej funkcji w tym punkcie.

Kolejny etap rozwazan dotyczy ujecia
algebraicznego — staram si¢ z uczniami
znaleZ¢ rachunkowy odpowiednik powigk-
szania funkcji. NajczeSciej dochodzimy do
wniosku, zZe to powickszanie powoduje
uzyskanie otoczenia o bardzo malym pro-
mieniu — a to juz krok do granicy w punk-
cie x(. Powaznym problemem dla uczniow
jest ustalenie z czego nalezy taka granice
policzy¢. Proponuj¢ wigc inne spojrzenie
na styczng funkcji w punkcie x( — utworz-
my prosta przechodzaca przez dwa punk-
ty: nieruchomy A (x, f(x()) oraz ,,porusza-
jacy sie” po wykresie B(xy+h, f(xg+h)),
gdzie A jest r6zng od zera liczbg. Ucznio-
wie tworza wzor prostej AB i kojarza, ze
liczba h powinna by¢ bardzo bliska liczbie
zero — a wigc docieramy do granicy:

lim f(xO +h)_f(x0)
h—0 h

Wskazane oba ujecia pochodnej funk-
cji mozna traktowaé jako alternatywne,
jednak w moim przekonaniu o wiele bar-
dziej wiasciwe jest traktowanie ich jako
dopetniajace i uzupeiniajace sie.

Przykiad 5. (wszystkie klasy LO)
— Cwiczenia sprawdzajace

Definiowanie poje¢ jest procesem diu-
gim, w ktorym istotng rol¢ musi réwniez
odgrywaé kontrola (nie zawsze ocenia-
na) stopnia opanowania i rozumienia po-
jecia. Czyni si¢ to np. sprawdzajac przy-
padki szczegblne, graniczne, poszukujac
bledow w definicji. Przedstawig kilka przy-
ktadowych ¢wiczefi serwowanych moim
uczniom w zwiazku z definiowaniem pojgé
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matematycznych. Wystepuja one w roz-
nych momentach pracy i w roznej for-
mie. Tutaj je tylko grupuje i przytaczam.

1. Czy nastepujace okreslenie jest pra-
widtowa definicja:

a) Funkcja homograficzna to iloraz
dwoch funkeji liniowych niedajacy sie
sprowadzi¢ do funkcji liniowe;.

b) Kwadrat to czworokat o polowig-
cych si¢ przekatnych, wszystkich bokach
rownej diugosci, wszystkich katach o mie-
rze 90° oraz réwnych przekatnych.

¢) Styczna to prosta majaca doktadnie
jeden punkt wspolny z wykresem funkcji.

d) Pole figury ptaskiej to liczba spet-
niajaca okreslone warunki.

2. Jakie pojecie zostalo zdefiniowane
W nastepujacy sposob:

a) to cze$¢ wspolna dwoch wzajemnie
prostopadlych pasow tej samej szerokoSci.

b) to liczba, ktorej rozwiniecie dziesiet-
ne jest nieskoficzone i nieokresowe.

¢) to uporzadkowana para punktow.

d) to suma skoniczonej liczby jednomia-
néw tej samej zmienne;j.

398 ¢==

3. Uzupetnij okreslenie, aby stalo sie
prawidfowa definicja:

a) Liczba wymierna to taka liczba,
ktora mozna zapisa¢ w postaci....... ZWY-
ktego, w ktorym . ...... | I to liczby
catkowite oraz........ jest r6zny od zera.

b) Ciag to taka ....... , ktorej dzie-
dzina jest....... liczb.......

¢) Sinusem dowolnego kata nazywamy
....... drugiej . ...... dowolnego punktu
lezacegona....... ramieniu kata (ale nie
W ) do odlegtosci tego punktu od
....... uktadu wspoirzednych.

Przytoczone ¢wiczenia czasami stawa-
ty si¢ tematem lekcji powtorzeniowych,
czasami byly zadaniami na sprawdzianach.
Nie byly one tatwe dla uczniow, ale przy-
zwyczajaly ich do traktowania definicji
oraz definiowania jako nieodzownego
komponentu rozumienia matematyki. Q
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nauczyciel LO im. Stanistawa Konarskiego
w O$wiecimiu

WIELOMIANY INACZEJ — ODPOWIEDZI

1. Nie. Gdyby bowiem liczby catkowite &, [, m, n byly r6znymi pierwiastkami

wielomianu W(x), to wtedy W(x) = (x—k)(x—[)(x—m)(x—n). Ale to oznacza, ze wyra-
zem wolnym wielomianu W(x) jest liczba klmn. Zachodzi zatem réwnos¢ klmn = 2,
co jest niemozliwe (dlaczego?). Otrzymana sprzeczno$¢ koniczy dowod.

2. Tak, np. W(x) = =x(x—6)>(x—7)*(x—8)%

3. Tak. Funkcja y = ax?*1, k e N jest nieparzysta, a wiclomian W(x) jest suma
takich funkcji. Wiemy za$, ze suma funkcji nieparzystych jest funkcja nieparzysta
(dlaczego?).

4. Tak, np. wielomian W (x)=x*-+v2x3 +4/2x-1 ma pierwiastek x = 1.
5. Nie. Istotnie, mamy W(x):(x14—3x7 +%)+(x10—3x5 +%) Wiemy jed-

nak, ze dla kazdego € R zachodzi nieréwnosé ¢? — 3¢ 5> 0, zatem W(x) >0 dla
kazdego x € R (dlaczego?).

-
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