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DROGI | SCIEZKI PROWADZACE DO ROZWIAZANIA (10)
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sgsiedzka 1

B JERZY JANOWICZ

obrze mie¢ sgsiadke lub sgsiada.

Sasiadka podpowie, jak upiec

wspaniala szarlotke, a s3siad uzy-
czy wiertarki. W matematyce tez warto
dobrze zy¢ z sasiadami. Od nich réwniez
mozna pozycza¢ narzedzia lub przepisy.
Jak to robi¢? Rozwigzujac zadanie z pew-
nej dyscypliny matematycznej, napotyka-
my niekiedy na trudnoSci, ktorych nie po-
trafimy obej$¢. Wowczas warto spojrzec na
problem z pewnego dystansu i probowac
wyrazi¢ go jezykiem innej galezi matema-
tyki. Wtedy mozemy skorzysta¢ z innych,
moze bardziej skutecznych Srodkéw. Zo-
baczmy to na kilku przyktadach.

rﬁ Kwadrat na rysunku ma bok diugo-
Sci 1, [PW|=|QX|=1 oraz |SZ]| =
=|RY|=1.

S R

W, X

P 0

Oblicz dtugosci przekatnych czworokata
ABCD.
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| 2 Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé

2 [ 200 200, 1
100 > AT +2 T +1r200 .

12 Wykaz, ze obwod prostokata jest nie
wigkszy niz obwod kwadratu majacego
taka sama przekatng.

—

4 Wykaz, ze jeslia > 0ib > 0, to

a+b < \2(a%+b?).

r SJ Udowodnij, ze dla « € (0°,90°) zacho-
dzi nierdwnos$¢
(sina + cosa)? + (sina + 1) +
+(cosa + 1)% > 6.

Rozwigzania

1. Mozna to zadanie rozwigza¢ stosujac
twierdzenie Talesa, czy podobienstwo troj-
katow. Wtedy jednak powoli grzeznie-
my w gaszczu proporcji, z ktérego trud-
no si¢ wyplataé. A moze by tak do
sgsiada... Tym razem sasiad nazywa si¢
Kartezjusz. Dzigki niemu mozemy prze-
nie$¢ si¢ do uktadu wspotrzednych i pra-
cowaé nad zadaniem analitycznie. Wspot-
rzedne punktow P, O, R, S, W, X, Y, Z sa
tatwe do ustalenia, wigc mamy wszyst-
ko, co potrzeba do napisania rownan czte-
rech prostych.
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W 4 X

P 0

Otrzymujemy (po krotkich rachunkach):

prosta AB: y = %x,
prosta BC: y = —%x+1,
N |
prosta CD: y = sXtss
Sy _2,,2
prosta DA: y = 3X+3

Kolejny krok tez jest naturalny. Nale-
zy, rozwigzujac odpowiednio dobrane
uktady réwnan, obliczy¢ wspotrzedne
punktow A, B, C, D. Mamy:

_(1 1), _(15 5.
A_(2’3j’ B (22’11)’

_(1 3). (7 5
C‘(Z’s)’ D‘(zz’n)'
Obliczenie diugosci przekatnych jest
teraz bardzo proste:

3_1_4
ACT=575 " 15
15 7 _ 4
BDI =% %=1

2. Szacowanie tak duzych liczb, jak ©'%
czy 2%, albo ich odwrotnosci nie jest ani
proste, ani do konca bezpieczne (dla po-
prawnosci dowodu). Zapukajmy wigc do
sasiadki. Podstawmy x = ©'% i udowod-

nijmy, ze dlax > 1 zachodzi nieré6wno$¢

-

1

Stad, poniewaz 0> 1, bedziemy mieli
dowod nieréwnosci z zadania. Mamy

F<
\/x +2+ \/2
(i) J(

xrdoxyl o
X X

2+— =

1 -

3. Pierwsze skojarzenia (uczniowskie)
pdjda z pewnoscia w kierunku nierow-
nosci trdjkata i nie jest to najgorsza dro-
ga. Ale warto pokazac, ze to zadanie
mozna rozwigza¢ réwniez korzystajac
z pomocy algebry. Jesli oznaczymy: a, b
— dhugosci bokow prostokata, ¢ — dtugosé
jego przekatnej, to

c=+a?+b?,
za$ kwadrat o przekatnej diugosci ¢ be-
dzie mial bok diugosci

c2
o

Pozostaje zatem do wykazania, ze jeSli
c?=a?+b* t0 2(a+b) < 2¢ 2 . Zacznij-
my od oczywistego faktu, a nast¢pnie wy-
konajmy kilka prostych przeksztatcen

(a-b)?> >0,
a?-2ab+b* > 0,
a’+b? > 2ab,
2(a*+b?) > a®+2ab+b?,
2¢2 > (a+b)?,
a wigc ostatecznie
2(a+b) <2c+2.

matematyka



4. Zadanie to jest odpowiednikiem po-
przedniego. Skoro tamto, o tresci geo-
metrycznej, zostato rozwigzane metodami
algebraicznymi, to moze tu skuteczne
beda $rodki geometryczne? Oznaczmy:
a, b — dtugosci bokoéw prostokata, ¢ — diu-
go$¢ jego przekatnej. Wowczas

c=+a*+b?,
a kwadrat o przekatnej ¢ ma bok diugosci

V2
>

Nieré6wno$¢ z zadania mozna wiec prze-
ksztalci¢ do postaci 2(a +b) <2c+/2 iod-
czyta¢ w jezyku geometrii: Obwod prosto-
kata jest nie wigkszy, niz obwdd kwadratu
o takiej samej przekatnej. Aby zapewnic
sobie rownos¢ przekatnej kwadratu i pro-
stokata wpiszmy obie figury w ten sam
okrag. Przy oznaczeniach, jak na rysun-
ku mamy |HG|=|NM|, |KL|=|EF]|,
|NK|=|DA|, |ML|=|CB]|.

H G
D £ C
\\\ N M
/.O
I
I
K|/ L
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E F

Pozostaje do wykazania, ze |ND| >
> |NH| (i analogicznie |MC|>|MG]|,
|LB|>|LF|, |AK|>|KE|). Uczynimy to
dowodzac, ze | «<NHD| > | «NDH|. Rze-
czywiscie <K NHD = <« EHD jest katem wpi-
sanym opartym na fuku EAD, czyli na tym
samym, na ktérym opiera si¢ <EOD. Ale
| <EOD| > 90°, zatem

|<NHD| =1 - |<EOD| > % -90° = 45",

czyli |« NDH | < 45°, wigc w istocie
|<NHD| > |«<NDH|.
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5. Twardy orzech do zgryzienia? Wyglada
na to, ze trzeba bedzie stosowac jakies zto-
zone wzory trygonometryczne. A tymcza-
sem, ustuzni sasiedzi — geometria i alge-
bra, sg tuz tuz. Przy oznaczeniach, ktore
s3 na rysunku ponizej, mozemy napisac:

b

sina=% i cosa=2.
c c

b

Po podstawieniu — wyrazenie z lewej stro-
ny nieréwnosci przyjmuje postac

2 2 2
(28] () ()
c c c
a po przeksztatceniach, w ktorych wykorzy-

stuje si¢ dwa oczywiste fakty: a® +b* = ¢?
oraz a +b > ¢ otrzymujemy

(a+b)2 +(a+c)2 +(b+c)2 S

c2

S e +(a+c)? +(b+c)? _

C2
_3¢2+a? +b% +2ac+2bc _
= 5 =

c
_4c2+20(a+b) .
62
2 2
S 4c“+2c-c _ 6¢c” _ 6.
c? c?
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